
РАСЧЁТ СОБСТВЕННЫХ
СТРУКТУР ВЫБОРОЧНЫХ
КОРРЕЛџЦИОННЫХ МАТРИЦ

Расчёт собственных структур мат�

риц осуществляется при оценке мощ�

ностей шумов в каналах приёма и

при адаптивном когерентном сложе�

нии сигналов с выходов приёмников

различного назначения. В первом

случае процедура применяется к вы�

борочной корреляционной матрице

сигналов, формируемой в каждом из

каналов приёма на линии задержки с

отводами. Во втором – к простран�

ственной выборочной корреляцион�

ной матрице.

Оценка мощностей шумов в цифро�

вых приёмниках основана на прин�

ципиальной возможности разделения

спектра выборочной корреляцион�

ной матрицы на две части, характери�

зующие соответственно коррелиро�

ванные и некоррелированные во вре�

мени компоненты входного сигнала.

Поскольку шумовые собственные зна�

чения содержат компоненты мощнос�

ти шума, может быть получена её

оценка. Данный подход широко рас�

пространён, поскольку он обладает

важным достоинством – с помощью

него оценка может быть получена в за�

нятом канале, т.е. процедура инвариа�

нтна к присутствию сигнала в полосе

приёма.

Условие когерентного сложения

сигналов при разнесённом приёме

в отсутствии помех в полосе приё�

ма сигнала определяется правилом

Бреннана. При равенстве мощнос�

тей шумов в каналах приёма, брен�

нановский вектор совпадает с собст�

венным вектором матрицы Rxx,

соответствующим максимальному

собственному значению матрицы.

Таким образом, задача поиска опти�

мального взвешивающего вектора

при когерентном сложении сигна�

лов при разнесённом приёме может

быть сформулирована как задача по�

иска соответствующего собственно�

го вектора пространственной выбо�

рочной корреляционной матрицы

сигналов.

Одна из наиболее эффективных с

точки зрения количества вычисле�
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В статье проведено сравнение производительности сигнальных
процессоров SHARC и TigerSHARC при выполнении задачи поиска
собственных значений матрицы. Показано, что производительность
процессоров по циклам примерно сопоставима, но с учётом тактовых
частот процессор TigerSHARC обеспечил на рассматриваемой задаче
прирост производительности примерно в четыре раза.

Применение QR�алгоритма 
для расчёта собственных структур
корреляционных матриц
на платформе ADSP�TS201
фирмы Analog Devices

Александр Тумачек (Москва)
ний процедура расчёта собственных

значений и собственных векторов

комплексной эрмитовой матрицы

Rxx включает два этапа. Первый –

приведение исходной матрицы к

трёхдиагональному виду; второй –

приведение трёхдиагональной мат�

рицы к диагональному виду с по�

мощью последовательности ортого�

нально�подобных преобразований

на основе базового или модифици�

рованного QR�алгоритмов, которые

рассматриваются ниже.

QR�АЛГОРИТМ КАК МЕТОД
РАСЧЁТА СОБСТВЕННЫХ
ЗНАЧЕНИЙ

QR�алгоритм на сегодняшний день

является одним из наиболее эффек�

тивных методов расчёта собствен�

ных значений эрмитовых матриц.

Алгоритм двухэтапной процедуры

расчёта собственных значений при�

ведён на рисунке 1.

QR�разложение трёхдиагональной

матрицы сводится к последователь�

ному обнулению поддиагональных

элементов с помощью правосторон�

него ортогонального преобразова�

ния и мультипликативного накопле�

ния матриц преобразования. В ре�

зультате получается две матрицы:

верхнетреугольная R и ортогональ�

ная Q. В качестве матрицы преоб�

разования, позволяющей обнулять

поддиагональные элементы, могут

использоваться матрицы отражения

Хаусхолдера или матрицы вращения

Гивенса.

Матрица Хаусхолдера, обнуляющая

поддиагональный элемент i�го столб�

ца трёхдиагональной матрицы S, вы�

числяется по формуле:

,
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Нет

Да

Приведение исходной матрицы
к трёхдиагональному виду

Базовый QR�алгоритм

Вычисление произведения RQ

Отработано
N итераций

QR разложение матрицы

Рис. 1. Расчёт собственных структур матриц

с помощью базового QR�алгоритма



где

. (1)

Для приведения матрицы к верх�

нетреугольной требуется N�преобра�

зование Хаусхолдера:

R = HN – 2HN – 1…H0S. (2)

Откуда, учитывая свойство эрмито�

вости матрицы Хаусхолдера:

S = (HN – 2HN – 1…H0)+R =

= (H0H1…HN – 2)R = QR. (3)

Следовательно,

Q = H0H1…HN – 2. (4)

Матрица Хаусхолдера для обнуления

поддиагонального элемента i�го столб�

ца выглядит следующим образом:

, (10)

где N – число итераций.

Результатом итеративного процес�

са является матрица, на диагонали

которой расположены оценки собст�

венных значений матрицы M.

Возможны различные варианты

сдвигов в QR�алгоритме. Одним из

наиболее эффективных сдвигов,

обеспечивающих квадратичную ско�

рость сходимости алгоритма, явля�

ется сдвиг по Уилкинсону. Он равен

собственному значению 2 × 2 пра�

вой нижней подматрицы, ближай�

шему к её верхнему диагональному

элементу. Далее будем рассматри�

вать QR�алгоритм со сдвигами по

Уилкинсону.
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Приведение исходной матрицы
к трёхдиагональному виду

Модифицированный QR�алгоритм со сдвигами

Отработано
N итераций

Вычисление сдвига

QR�разложение матрицы

Вычисление произведения RQ

Вычитание сдвига
из диагонали матрицы

Добавление сдвига
к диагонали матрицы

Рис. 3. Расчёт собственных структур матриц

с помощью модифицированного QR�алгоритма
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Рис. 2. Кривые сходимости QR�алгоритма

для эрмитовых матриц 10 × 10 с различной

обусловленностью

(5)

Видно, что при формировании мат�

рицы Хаусхолдера необходимо рас�

считывать только два её элемента. «Ак�

тивные» элементы матрицы Хаусхол�

дера можно условно обозначить как

h00, h01, h10, h11. Для них справедливы

следующие соотношения: h00 = –h11,

h10 = h—01. Важное свойство диагональ�

ных элементов состоит в том, что они

являются действительными.

Как видно из рисунка 2, где пред�

ставлены графики сходимости трёх�

диагональной матрицы к диагональ�

ной от числа итераций QR�алгорит�

ма, последний обладает достаточно

медленной сходимостью.

Под сходимостью здесь понимает�

ся сходимость последовательности

матриц {Mk} к некоторой предельной

матрице. На практике, как только

норма ||Mke1 – e1m
(k)

11|| становиться пре�

небрежимо мала, m
(k)

11 берут в качест�

ве собственного значения, а вычис�

ления продолжают с подматрицей,

полученной отбрасыванием первой

строки и первого столбца.

МОДИФИКАЦИЯ
QR�АЛГОРИТМА

Процесс диагонализации матрицы

может быть существенно ускорен

при использовании модифицирован�

ного QR�алгоритма (QR�алгоритма со

сдвигами). Суть алгоритма заключат�

ся в построении последовательности

подобных матриц, сходящихся к мат�

рице диагонального вида. В основе

алгоритма лежит QR�разложение

матрицы, т.е. её мультипликативное

представление в виде произведения

ортогональной (Q) и верхнетреуголь�

ной (R) матриц. Модифицированный

алгоритм приведён на рисунке 3.

Итерации модифицированного ал�

горитма могут быть представлены в

следующем виде:

S0 = S, S0 – τ0E = Q0R0, (6)

т.е. QR�разложение применяется к

матрице, из диагонали которой выч�

тена константа τ0.

S1 = R0Q0 + τ0E –

формирование матрицы S1,

подобной S0, (7)

S1 – τ1E = Q1R1 –

QR�разложение матрицы S1,

и т.д. (8)

Сдвиг τi используется для ускорения

сходимости алгоритма. При опреде�

лённом выборе шага можно обеспе�

чить скорость убывания внедиагональ�

ных элементов матрицы не хуже квад�

ратичной. Последовательность этих

итераций может быть записана в виде:

(9)

или



СХОДИМОСТЬ
МОДИФИЦИРОВАННОГО
QR�АЛГОРИТМА

Приведём результаты исследования

скорости сходимости и точности вы�

числения собственных значений QR�

алгоритма со сдвигами по Уилкинсо�

ну, реализованного на цифровом сиг�

нальном процессоре ADSP�TS 201.

Положим, что найденное с помощью

QR�алгоритма собственное значение

исходной матрицы M является точным

собственным значением некоторой

возмущённой матрицы M~ = M + ΔM, при�

чём для матрицы�возмущения ΔM спра�

ведлива следующая оценка:

||ΔM||e = kMashEpsN2||M||e, (11)

где ||M||e и ||ΔM||e – евклидовы нормы

матрицы M и матрицы�возмущения

соответственно; MashEps – машинная

точность; k – некоторая константа,

1 ≤ k ≤ 2; N – порядок матрицы. В

сигнальном процессоре ADSP�TS

201 в режиме вычислений с плава�

ющей точкой под мантиссу отво�

дится 24 бита. Значение MashEps при

этом приблизительно равно 4,5 × 10–7.

При исследовании QR�алгоритма

для оценки нормы матрицы�возмуще�

ния используется следующая формула:

, (12)

где λi – истинные собственные значе�

ния исходной матрицы, а ~λi – оценки

собственных значений, полученные

на сигнальном процессоре. Для удоб�

ства графического представления за�

висимости нормы матрицы�возмуще�

ния от числа итераций можно пронор�

мировать выражение (12) значением

нормы исходной матрицы:

. (13)

Это позволяет в одних координа�

тах привести графики сходимости

для матриц с различной обусловлен�

ностью. В качестве тестовых матриц

использовались выборочные корреля�

ционные матрицы сигналов, форми�

руемые по модели заданной сигналь�

но�помеховой обстановки. Хорошо

обусловленные матрицы формирова�

лись по шумовым реализациям, плохо

обусловленные – по реализациям, со�

держащим аддитивную смесь сигнала

заданной мощности и шума.

Как известно, при выборе сдвигов по

Уилкинсону гарантируется скорость

сходимости QR�алгоритма не хуже

квадратичной. Как показывает анализ,

реализованный алгоритм удовлетворя�

ет данному правилу. Вместе с тем необ�

ходимо отметить, что для плохо обус�

ловленных матриц (Cond M>100 000)

имеет место незначительное снижение

скорости сходимости алгоритма.

Графики сходимости QR�алгоритма

для эрмитовых матриц 10 × 10 с раз�

личной обусловленностью показаны

на рисунке 4. Видно, что алгоритм со

сдвигами по Уилкинсону сходится че�

рез 3N шагов, т.е. в среднем для расчёта

одного собственного значения матри�

цы требуется три итерации (см. рис. 5).

В таблице 1 приведены данные по

количеству затрачиваемых процес�

сором ADSP TS�201 циклов на выпол�

нение QR�алгоритма со сдвигами по

Уилкинсону.

ТОЧНОСТЬ ВЫЧИСЛЕНИЯ
СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ

Проведём исследование правиль�

ности вычисления собственных зна�

чений для обусловленности входной

матрицы condM = 1 размерностью

N = 12. Результаты исследования по�

казаны на рисунке 6 в виде спектров

матрицы, полученных тремя различ�

ными способами.

Спектр матрицы на верхнем гра�

фике получен при помощи встро�

енной функции MathLab; средний

график даёт QR�алгоритм со сдви�

гами по Уилкинсону, написанный

на M�языке; нижний график полу�

чен в результате вычислений, про�

ведённых на сигнальном процессо�

ре ADSP�TS�201.

Как видно из приведённых графи�

ков, расчёт собственных значений на

цифровом сигнальном процессоре

ADSP�TS�201 и в среде MathLab даёт

сходные результаты, с поправкой на

точность вычислений. Для вычисле�

ния спектра матрицы на цифровом

сигнальном процессоре проводилось

3N итераций QR�алгоритма; этого

оказалось достаточно для достиже�

ния заданной точности собственных

значений.

СРАВНЕНИЕ
ПРОИЗВОДИТЕЛЬНОСТИ
МОДИФИЦИРОВАННОГО
QR�АЛГОРИТМА
НА ПРОЦЕССОРАХ ADSP�21160
И ADSP�TS�201

QR�алгоритм со сдвигами по

Уилкинсону реализован на сигналь�
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Рис. 5. Графики сходимости

модифицированного QR�алгоритма

для эрмитовых матриц 10 × 10 при различной

обусловленности (логарифмический масштаб)
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Рис. 4. Графики сходимости

модифицированного QR�алгоритма

со сдвигами по Уилкинсону при различной

обусловленности матриц
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Рис. 6. Спектры матриц размерностью 12 × 12,

полученные тремя различными способами

Таблица 1. Количество циклов, затрачиваемых процессором ADSP TS�201 на выполнение

QR�алгоритма со сдвигами по Уилкинсону

Размерность
матрицы N

QR�алгоритм с расчётом
с накоплением С.В.

Приведение
к трёхдиагональному виду

Трёхдиагонализация
и QR�алгоритм

6 37 357 9600 46 957

8 83 403 42 678 126 081

10 162 227 70 573 232 800

12 289 663 112 500 402 163



ном процессоре ADSP�TS�201 с по�

мощью набора функций. Функция

3_diag_proc(arg[]) предназначена

для приведения комплексной эрмит�

товой матрицы к трёхдиагонально�

му виду. Функция QR_decompositi�

on(arg[]) осуществляет разложение

трёхдиагональной матрицы на про�

изведение ортогональной матрицы Q
и правой верхнетреугольной матри�

цы R. Функция RQ_mux(arg[]) произ�

водит обратное перемножение мат�

риц RQ. Функции написаны на языке

ассемблера процессора ADSP�TS�201

с соблюдением протокола вызова, ре�

ализуемого С�компилятором.

Производительность процессоров

сравнивалась при расчёте собствен�

ных значений матрицы с помощью

модифицированного QR�алгоритма.

Результаты вычислений приведены в

таблице 2.

Как видно из таблицы 2, суммар�

ные затраты по циклам для процессо�

ров ADSP�TS�201 и ADSP�21160 сопо�

ставимы. Однако с учётом того, что

тактовая частота процессора ADSP�

TS�201 в пять раз выше, чем тактовая

частота ADSP�21160, первый процес�

сор обеспечивает реальный рост

производительности примерно в че�

тыре раза.

ВЫВОДЫ
Проведено сравнение производи�

тельности сигнальных процессоров

SHARC и TigerSHARC при выполне�

нии задачи поиска собственных зна�

чений матрицы. Показано, что про�

изводительность процессоров по

циклам примерно сопоставима, но с

учётом таковых частот процессор

TigerSHARC обеспечил на рассматри�

ваемой задаче прирост производи�

тельности примерно в четыре раза.

Платформа TigerSHARC (ADSP�TS201)

обладает существенным потенциа�

лом в плане дальнейшей разработки

приёмной аппаратуры и повышения

эффективности алгоритмов обработ�

ки сигналов.
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ПРОЕКТИРОВАНИЕ И МОДЕЛИРОВАНИЕ

Таблица 2. Сравнительная производительность процессоров при расчёте собственных значений

матрицы с помощью модифицированного QR�алгоритма

Размерность
матрицы N QR�разложение Трёхдиагонализация Процессор

ADSP�TS201S
Процессор

ADSP�21160S
Выигрыш

в производительности

5 1385 9600 10 985 15 211 1,38

8 3007 42 678 45 685 43 690 0,95

10 4280 70 573 74 853 70 516 0,94

12 5800 112 500 118 300 108 911 0,92


